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В настоящей работе рассматривается задача оптимального управления, свя-

занная с изменением формы тела. Пара областей, характеризирующая форму тела, 
описывается одним дифференциальным уравнением. Требуется определить внешние 
силы тела так, чтобы его форма в конечный момент времени была ближе к заранее 
заданному состоянию. Для этой задачи получен аналог принципа максимума и исполь-
зуя это, предлагается численный алгоритм для решения таких задач. 

 
1. Введение. 
Широкий класс задач практики приводит к изучению изменения формы 

рассматриваемого объекта или тела относительно времени ([1,2]). Примерами 
таких задач являются диффузионные процессы, задачи расширения или рас-
прямления тела от тепла, задачи теории упругости, экологические задачи, зада-
ча распространения нефтяного пятна на поверхности моря, биологические про-
цессы и т.д. 

При исследовании этих задач, как правило, изучаются изменения точек те-
ла относительно времени. Однако,  часто представляет интерес не изменение точек 
тела, а изменение его формы. Изучение задачи в такой постановке связано с неко-
торыми математическими трудностями. Это, в первую очередь, связано с опреде-
лением скорости изменения области, характеризирующей форму тела. 

 Для исследования таких задач в работе определяется скорость измене-
ния формы области в линейном пространстве пары выпуклых множеств. Такое 
определение  изменения области дает возможность исследовать широкий класс 
таких практических задач, как задачи оптимального управления. 

 
2. Пространство выпуклых множеств. 
Пусть M  - совокупность выпуклых замкнутых ограниченных мно-

жеств в Rn. Функция  
                        DxxlxP

Dl
D 


,),(sup)( ,                          (1) 

называется опорной функцией множества MD , где  является непре-
рывно-выпуклой и положительно однородной ([3]). Последнее означает, 

)(xPD

.0),()(   xPxP DD  Формула (1) каждому выпуклому замкнутому огра-

ниченному MD  сопоставляет выпуклую, непрерывную, положительно од-
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нородную функцию . Верно и обратное: для каждой непрерывно-выпук-

лой, положительно-однородной функции  существует единственное замкну-

тое выпуклое ограниченное множество 

)(xPD

)(xP

MD , такое что )()( xPxP D . Мно-

жество , совпадает с субдифференциалом функции  в точке  ([3]). D )(xP

21,

nR0

 Пусть 21 i,A),B,B((a 21 b),A,A MB, ii  , B – единичный шар, 

 -единичная сфера. В [3] показано, что пространство BSB  MM  линей-

ное. Скалярное произведение ba   в M M  определим следующим образом 

                          ,     (2) 
BS

qxpb )(a

()
2

PA

dsx)(

)(
1

xB)(),()
21

PPxqxxP BA(xp  )(x здесь   , - опорные 

функции множеств  A

)(),( xPx
iBP

iA

i и  Bi , i=1,2, соответственно. 
ba  Показано, что  удовлетворяет всем аксиомам скалярного произве-

дения. Пространство MM   со скалярным произведением (2) обозначено че-
рез . Расстояние в этом пространстве между множествами 2ML AM  и 

MB определяется как норма элемента ),( BA))0, 0,(B(a A   

 )( A x 
2/1

2)( 




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ML
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
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],0[ T


S

.     (3)   

Пусть в момент времени t  изучаемая область имеет форму 

. При изменении  область также меняется. Скорость изменения об-

ласти  характеризируется величиной   

)(tD t )(tD
)(tD
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Если существуют области 0[)(),( 21 tVtV  такие, что  

                              )(
)()(

)(1
xP

t

xP
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tD

t
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


),()(2

xP tV  

то величину  мы будем называть скоростью из-

менения  области . Например, если 

M

tD

MtVtVtD  ))(),(()( 21


)(tD tB)( является  шаром с радиусом 

, с центром в начале координат, то t .)(P tD  xt  ([3]). Тогда . )0,()( BtD 

Если  есть прямоугольник )(tD

                              txtxxxtD  2

Dt

121 0,20:),()( , 

то .  )0),1((( DtD ) 
tDtd MM))(),( 2 Для любого  рассмотрим пару t ()( 1 . Записы-

вая )0),()0),((( 21 tDtDd )t   и предполагая, что  мы 

аналогично определяем . 

,M)(), 2 MtD (1 tD

MMt )(2DtD )(1
td )(
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3. Постановка задачи и основной результат. 
 Пусть пара областей  ))(),(()( 21 tDtDtd  , характеризирующая изу-
чаемый объект, является решением следующей задачи   

],,0[),()()()( Tttvtdtatd                (4) 

                                   ,)0( 0dd                        (5) 

где заданное число, 0T ))0(),0(()0( 21 DDd  , функции  и  

заданы и 

],0[,)( Ttta 
Md0 M  MMtv )(

]T

. Будем предполагать, что функция  

непрерывна по  на .  

)t(a

t ,0[

Требуется найти MMtVtVtv  ))(),(()( 21

)(Td
, измеримое по  на 

, так, чтобы в момент времени T  была ближе к заранее заданному 

элементу 

t
],0[ T

MZZz  ),( 21  . 
Математически это задача приводится к минимизации функционала 

                                      min,)()(
2

2


ML
zTdvJ                                           

при условиях (4), (5). Этот функционал можно записать в следуюшей эквива-
лентной форме 

                                        
BS

ZzTd dsxPxPvJ 2
)()( )()()( , 

где )()()(),()()( )()()()()()( 2121
xPxPxPxPxPxP ZZZZZzTDTDTd  . 

Здесь мы будем рассматривать «возмущенный» функционал следуюшего вида 

                        min)()()(
0

22

22
 

T

MLML
tvzTdvJ  ,                (6) 

где 0 заданное число. 
Пусть ножество управлений имеет вид м

 ],0[,2,1,,)(),(( 0021 TtiVVVMMtVtVvK i     (7) 

где MVV 00 , заданные ограниченные выпуклые области. Известно, что 

если то ),D,C()B,A(  )()()()( xPxPxPxP DCBA   ([3]).Тогда учитывая, что  

MMtDtDtd  ))(),(( 21)( , уравнение (4) можно написать в эквивалентной 
форме 
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
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21 . 

     
Лемма. Для любого заданного Kv  задача (4), (5) имеет единственное 

решение ],0[,)( TtMMtd  . 
Доказательство. Возьмем  
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и покажем, что для любого ],0[ Tt , функция 2,1,),( ixtPi выпуклая. 
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Это показывает, что функция  выпукла по , т.е.  непре-

рывно-выпуклая, положительно-однородная функция по . Тогда для лю-

бого  существует множество  такое что 

),( xtPi

Di

nRx

x
(Pi

),( xtPi

)()( xP tDi

nR
),xt],0[ Tt ,)( Mt   . Мно-

жество , совпадает с субдифференциалом функции  в точке  

([3]). Проверяя, можно видеть, что 

)(tD ), xt

) P

(Pi

,() 2 xtP

nR

)()(2
xtD

0

)()(1
PxtD ,(1 xt)( PxdP   

удовлетворяет уравнению (8) и начальному условию (5). Доказать единствен-
ность решения задачи не представляет сложности. Лемма доказана. 

       Теорема. Пусть  дает минимум функционалу (6), при 
условиях (4), (5). Тогда  

KVtVv  )),((* *
2

*
1

  )T,(t,vvgmax)t(v)t(vg
Kv

* 022
 



  .     (10) 

Здесь  и является решением задачи (4), 

(5) при . 


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Доказательство. Возьмем любое KtVtVv  ))(),(( 21

)(td
. Решение зада-

чи (4), (5), соответствующее  обозначим через . v

Полагая  из (4), (5) получим  )()()( tdtdth 

)()()()()( * tvtvthtath                                                 (11) 

.0)0( h                                                                                (12) 
Уравнение (11) можно написать в следующей эквивалентной форме  



 

 63

,)],()([)]()()[(
)()(

)()()()(
)()(

Btvtvtdtd
tdtd SxxPxPxPxPta
t

xP

t

xP














   (13) 

)()()(),()()(),()()(
)()()()()()()()( *

2
*

1
**

2
*
1

*
21

xPxPxPxPxPxPxPxPxP
tVtVtvtDtDtdtDtDd  . 

Возьмем любое MMtGtGtg  ))(),(()( 21

)() )(2
xPx tG

. Уравнение (13) умножаем на 

()( )(1
PxP tGg  и интегрируем по .),0( BST   Тогда                

 

    .dsdt)x(P)x(P)x(Pdt)x(P)x(P

)x(P)t(a
t

)x(P
ds)x(P)x(P)x(P

)t(g

T

S
)t(*v)t(v)t(d)t(d

T

s
)t(g

)t(gT

)t(d)t(d
S

)t(g

B

*

b

*

B

0
0

0
0

  

  




 






        (14)                    

Теперь вычисляем приращение функционала (6). 
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Добавляя (14) в (15) (так как правая сторона (14) равна нулю)  и учиты-
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            Пусть MMtGtGtg  )(),(()( 21  является решением задачи  
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Учитывая обозначение  и определение нормы (3), из (15) 
получим  
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Интегрируя уравнение (19) при условии (20) получим 
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Здесь MMUUu  ),( 21 .   

Принимая во внимание, что   является решением  задачи (4)-(6) 
и из (18) при условиях  (22) получим 
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Поделив на   и переходя к пределу при 0  получим 
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Учитывая, это в (23) приходим к неравенству (10). 
Теорема доказана. 
 

4. Алгоритм для численного решения. 
На основе формулы (10) можно предложить следующий численный алгоритм 

для решения задачи (4)-(6). Отметим, что, если множество K имеет вид (7), то условие 
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соответственно, через )(),( 00 xPxP  обозначены опорные функции области   

00 , VV  фигурирующие в (7) . 

Шаг 1.  Выбираем начально управление пар областей , 

удовлетворяющей ограничению (7). Считаем, что уже 
известно. 
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где  m  выбирается из условия  
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Итерация продолжается до выполнения некоторого критерия точности . 
Критерием точности может быть  
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где 0  заданное число. 
Предлогаемый алгоритм анологичен методу условного градиента ([6]). 
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OBLASTIN FORMASININ DƏYİŞMƏSİ İLƏ BAĞLI  
BİR OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ 

 
C.İ.ZEYNALOV, A.A.NİFTİYEV, H.C.ƏFƏNDİYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə cismin formasının dəyişməsi ilə bağlı bir optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Cismin formasını xarakterizə edən oblastlar cütü adi diferensial tənliyin həllidir. Cismə təsir 
edən xarici qüvvəni elə seçmək tələb olunur ki, onun son vəziyyəti əvvəlcədən verilmiş 
formaya yaxın olmuş olsun. Bu məsələ üçün maksimum prinsipi isbat olunur və belə mə-
sələlərin ədədi həlli üçün şərti qradiyent üsuluna analoji üsul təklif olunur. 
 
 

THE OPTIMAL CONTROL PROBLEM RELATED WITH  
THE CHANGE OF THE DOMAIN FORM  

 
J.I.ZEYNALOV, A.A.NIFTIYEV, H.J.AFANDIYEVA 

 
SUMMARY 

 
The presented paper studies the optimal control problem connected with the 

domain evolution. The domain movement, characterizing the form of a body is 
described by an ordinary differential equation. The external force to the domain should 
be defined in such a way that its final condition is doser to the foregiven domain. The 
analogue of the maximum principle is proved for the problem and the numerical 
algorithm is offered for the solution of such problems using this result. 


